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b0
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���%*$���$������"�$�ÿ���������ÿo��þ��>-�� ÿ��l������ã�����������	����"<��þDþ�-!�n$�� ÿ<�����Uh�þw	���«ÿ�� ÿ�h|äj�.Ri�Bþ��+�����U��ÿ��������
��þ�-������.�/$�ÿ���%�&��0$���þ��1
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(x1, y1)
���

ẋ1 = v cos θ1 −
`0
2
ω1 sin θ1,

ẏ1 = v sin θ1 +
`0
2
ω1 cos θ1,

θ̇1 = ω1, v̇ = u1, ω̇1 = u2,

de������
υ
$�ÿ��

ω1
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$�ÿ��
u1

$�ÿ��
u2
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(0, 0)
1
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(xe, ye)

þ��
�����l��ÿ��9�x���������þ����B$'ÿ�-(�lh���	���ÿ�-�" �����l)�� ÿ���/$������.���&*$���� þ�ÿ��
xe = `1 cos θ2 + `2 cos(θ2 + θ3) , ye = `1 sin θ2 + `2 sin(θ2 + θ3).

æ���� ÿ�hZ����������*db�r�*$B	��l�����l)�� ÿ����/$������j��þ�����ãþ��
�n���r�w�x��� ÿ�)/$����¿$��

ẋe = −`1ω2 sin θ2 − `2(ω2 + ω3) sin(θ2 + θ3),
ẏe = `1ω2 cos θ2 + `2(ω2 + ω3) cos(θ2 + θ3),

θ̇2 = ω2, θ̇3 = ω3,
ω̇2 = u3, ω̇3 = u4,

de������
ω2
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ω3
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u3
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(x, y)
þ��������i��ÿ��9�x�{�������þ����ÿÂþwd¯����0$�����	��b��þ

(x1, y1)
���B$�ÿ�-Q�e����de����������ÿ

$��

x = x1 +
`0
2

cos θ1 + `1 cos(θ1 + θ2) + `2 cos(θ1 + θ2 + θ3),

y = y1 +
`0
2

sin θ1 + `1 sin(θ1 + θ2) + `2 sin(θ1 + θ2 + θ3).

mk����ÿG��������� ÿ�h
θT = (θ1 + θ2 + θ3)

$�ÿ��
ωT = (ω1 + ω2 + ω3)
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���*$���$f)�� ÿ���/$������.��þ������þ��
�����l��þ�-������.�/$�ÿ���%�&��0$'��þ��c���
ẋ = v cos θ1 − `0ω1 sin θ1 − `1(ω1 + ω2) sin(θ1 + θ2) − `2ωT sin θT ,
ẏ = v sin θ1 + `0ω1 cos θ1 + `1(ω1 + ω2) cos(θ1 + θ2) + `2ωT cos θT ,

θ̇1 = ω1, θ̇2 = ω2, θ̇3 = ω3,
v̇ = u1, ω̇1 = u2, ω̇2 = u3, ω̇3 = u4.
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âG�����*$�����&�����������	������þ��DÿÂþ��n$���� þ�ÿ
x = (x, y, θ1, θ2, θ3, v, ω1, ω2, ω3) ∈ R
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z1z2

�x%��0$�ÿ��.-�" �����l%�þ�� ÿ��
(x, y) = (x(t), y(t))

$�����	���,"|�������
t ≥ 0

1
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x
�
y
�
θ1
�
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θ3
1T��þ��`�����j��þ�-�������%��0$����+þ�������db�

�*$B	��
x1 = x− `2 cos(θ1 + θ2 + θ3) − `1 cos(θ1 + θ2) −

`0
2

cos θ1,

y1 = y − `2 sin(θ1 + θ2 + θ3) − `1 sin(θ1 + θ2) −
`0
2

sin θ1.
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��þ��e 4� ÿ�)�N��!dc�l�*$B	��
x2 = x− `2 cos(θ1 + θ2 + θ3) −

`1
2

cos(θ1 + θ2),

y2 = y − `2 sin(θ1 + θ2 + θ3) −
`1
2

sin(θ1 + θ2).
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x3 = x−

`2
2

cos(θ1 + θ2 + θ3),

y3 = y −
`2
2

sin(θ1 + θ2 + θ3).
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(x1, y1)
de�����

��$�����&��
r1 = 1

2

√

(`0 + 2ε1)2 + (b0 + 2ε2)2
1`�Âþ��k 4� ÿ�)�Nl$�ÿ��� 4� ÿ�) �9�!db�l&����j������&��0$��c%��«þ����������	��

���h�� þ�ÿ������ÿ��������¥$��
(x2, y2)

$�ÿ��
(x3, y3)

�(de��������$�����&��
r2 = `1/2

$�ÿ��
r3 = `2/2 + ε3
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âG�f-Q�h�� ÿ�-�"�����������-�� ÿ�h<%������������"������Z�n$���h����B�#�����Zd0þ���)���%*$�����6�����f%*$���)�� ÿ�h|-*$w"��
$�ÿ��G$����
�����þ�-��,�n$������k���*$��e��þ�&����<%�þ�����ÿ����0$�����"/-Q�l��ÿ���þ�&Âÿ���������-�" �n���j��þ�-������.�/$�ÿ���%�&���$���þ��1

ÿ���� �����
	���

��þ��j��������ÿ��9�x���������þ��;þ��b��������þ�-������Z�/$�ÿ���%�&��0$���þ���#db�/�*$B	�� $<�������h�ÿ*$�����¥�n$���h����lde�����G���ÿ�����
(a1, a2)

$�ÿ�����$�����&��
rT

$�ÿ��|dc�l������ÿ��l�������c�n$���h�����$��
T =

{

(z1, z2) ∈ R
2 : (z1 − a1)

2 + (z2 − a2)
2 ≤ r2

T

}

.

��þ��e$�������$������ þ�ÿ ��þZ�������c�n$���h����B��db�l������ÿ��l�����j�@&Âÿ������ þ�ÿ
V (x) =

1

2

[

(x− a1)
2 + (y − a2)

2 + v2 + ω2
1 + ω2

2 + ω2
3

]

,

de�����n�<���k$U���B$���&����Pþ��6�����.�����,�n$�ÿ���j-Q����db���ÿ<�����j��ÿ��9�x�{�������þ��e$�ÿ��<�����`�n$���h����B�*$�ÿ�� �����.��$����Pþ��
$�%�%��«þ�$��n�Xþ��������l��ÿ��9�x���������þ��e��þf�����c�n$���h����B1T�±�

a3

�
a4

$�ÿ��
a5

$����.�n���j��ÿ*$���þ�������ÿ��n$���� þ�ÿ���þ��������
%��0$����+þ������# 4� ÿ�)GN�$�ÿ��¥ 4� ÿ�)��9�4�����%(�������	����"��6de����ÿ������Z��ÿ��9�x���������þ��l���l$��j�����Z�n$���h����

T
�#������ÿ

db�f�B$�ÿ������Z���*$��r$'�
x = xe := (a1, a2, a3, a4, a5, 0, 0, 0, 0)

�#db�Z�*$B	��
V = 0

1U����ÿ���f���
V
���l$

%*$��,�]þ��4$r #"�$�%�&ÂÿÂþw	Z�@&Âÿ������ þ�ÿf�+þ��+�n���e�,"9�,�������������ÿ/�����i�«þ����k��þr�Øÿ���&����e���*$��`�,"9�,����å����$�},��{�!þ�������
�,�n$��,�.$�ÿ�������/$�� ÿ<�� þ����l��þ

xe

�Q�«þf�n�*$'�
xe

��þ�&�����-(�r��þ�ÿ������������o$���$f�,�n$�-����r���&�������-�����&�� %�þ�� ÿ��þ����,"9�,����³¬�N'®{1

ÿ���� ������������������� �!"���$#%�
&(')�*+�-,.&�/+0+�+���
�"���1&�#2�*+�435&���67�98��� ��

ä.&���d�þ���)���%*$���f���j$/�!~!��#�4�� þ�����¥$�ÿ���-�þ�&Âÿ������������n$�ÿ�h�&��0$��.���h�� þ�ÿ#�#������ÿ���#�4�+þ����«þ����
η1 >

2 (r1 + r2 + r3)
$�ÿ��

η2 > 2 (r1 + r2 + r3)
�Q$��

WS = {(z1, z2) ∈ R
2 : 0 ≤ z1 ≤ η1, 0 ≤ z2 ≤ η2}.

âG�.�����&���������������þ�-������e�/$�ÿ���%�&��0$���þ��i��þ>�,�n$B"�de������� ÿ������.������n$�ÿ�h�&��0$��b���h�� þ�ÿ|$��k$����*�������
t ≥ 0

1
mk���r-~þ�&Âÿ��*$�������_þ��
�����l���h�� þ�ÿ�$����j������ÿ���o$��k�+þ����Üþwde��

S��



���������	��
��	�����
����������	��
����������������	��
��	��������! �"#��������$�%'&�()���+*-,�.�/0�#*)1�&�1�2�2�3

¬$�®| 4���D���0þ�&Âÿ��*$���"(�
B1 = {(z1, z2) ∈ R

2 : z1 = 0}
K

¬@-Q®< �þwdc����0þ�&Âÿ��*$���"(�
B2 = {(z1, z2) ∈ R

2 : z2 = 0}
K

¬@�w®<´e��h������0þ�&Âÿ��*$��,"(�
B3 = {(z1, z2) ∈ R

2 : z1 = η1}
K

¬@�Q®<æ�%�%(����0þ�&Âÿ��*$��,"(�
B4 = {(z1, z2) ∈ R

2 : z2 = η2}
1

mk������ -�þ�&Âÿ��*$�������>$�������þ�ÿ�������������$��l�!~!��|þ�-��,�n$�������i$�ÿ��¥������"G�*$B	����!þ�-Q� $w	�þ�������G-�"������
��þ�-��������/$�ÿ���%�&��0$���þ��1�ýKþwdl�+��� ÿ�����������xd�þ���ÿ����uþ��� 4� ÿ�)�N $����/%��«þ�����������-�"������ %��«þ����������	��
������&��0$��
���h�� þ�ÿ��xþ��������c��þ�-������`%��0$����+þ�����$�ÿ��uþ��( 4� ÿ�)U�9�������%(�������	����"�������������&!£������ÿ��+��þ.��þ�ÿ���������
$B	#þ����*$�ÿ�����@&Âÿ������ þ�ÿ���þ�ÿ���"��+þ��`�����.��þ�-�������%��0$����+þ����ô$�ÿ��< 4� ÿ�) �91imk������.�@&Âÿ������ þ�ÿ��k$����.h���	���ÿ|� ÿ
m�$�-����ZN�1

��
�Ù#���Ñ,;:=<#�#�� «��Ð����Ì-�����-�	"��_
É×U���Õ�
��� !�K���ã�	"���ÙÂ���#��Õ�
��	��!Ì]���ã�	"��bÎn��� â Ì	Í�
� !��*
�0þ�&Âÿ��*$��," I6	�þ����*$�ÿ��� I6	#þ����*$'ÿ���

-�"|%��0$����+þ���� -�"< 4� ÿ�)|�
 4���D�B�

B1 W1(x) = x1 − r1 W5(x) = x3 − r3 �þ'db���
B2 W2(x) = y1 − r1 W6(x) = y3 − r3´e��h����B�
B3 W3(x) = η1 − r1 − x1 W7(x) = η1 − r3 − x3æ�%�%(���
B4 W4(x) = η2 − r1 − y1 W8(x) = η2 − r3 − y3

ýKþwdl�Q��� ÿ���
η1 > 2 (r1 + r2 + r3)

$�ÿ��
η2 > 2 (r1 + r2 + r3)

�*�B$��n�@þ��������j�@&Âÿ������ þ�ÿ��e���e%~þ���������	��
� ÿ
WS

1imk�*$��e����
W1,W3 > 0

�+þ��k$����
x1 ∈ (r1, η1 − r1)

�
W2,W4 > 0

�+þ��k$����
y1 ∈ (r1, η2 − r1)

�
W5,W7 > 0

�+þ��l$����
x3 ∈ (r3, η1 − r3)

�
$�ÿ��
W6,W8 > 0

�+þ��l$����
y3 ∈ (r3, η2 − r3)

�6����B$������ ÿ�h
���*$��k�����l��þ���%�þ�ÿ���ÿ����_þ��

(x1, y1)
$�ÿ��

(x3, y3)
$����jh���	���ÿ<� ÿG¬y��®c$�ÿ���¬@H�®{�������%(�������	����"�1

��þ���� þwde�Üÿ�h�� ��J��e$�ÿ��§� �9N�y�T�B$��n� þ��e��������|�@&Âÿ��{�n�Üþ�ÿ��>de�����`-(�<$�������¦$��Z$o�n$'�n�Üþ���þ�$� #"�$�%�&ÂÿÂþw	
�@&Âÿ������ þ�ÿµþ��i�����Z�,"9�,�����1r�	ÿ������#�4��þ�ÿ���������������Z��������Ñþ��i�����Z��$���� þ��

αi/Wi

�+þ����«þ����>��þ�ÿ��,�n$�ÿ��
αi > 0

$�ÿ��
i = 1, . . . , 8

1Gâ§����ÿ¦�����|��þ�-������/�/$�ÿ���%�&��0$���þ��>$�%�%��«þ�$��n�����$�-~þ�&Âÿ��*$��,"|þ��������
d0þ���)���%*$������þ�ÿ��-þ��9�����T��$���� þ��#de������� ÿ�����B$�����1��b��B$�&����T�����` #"�$�%�&ÂÿÂþw	j�@&Âÿ������ þ�ÿl���6$bÿÂþ�ÿ�� ÿ�����B$���� ÿ�h
�@&Âÿ������ þ�ÿ#�9�������c� ÿ�����B$����.� ÿ ������	�$���&��¹þ��
$>��$���� þrde�����(�����&����bþ�ÿ���"/� ÿ|$�ÿ|� ÿ�����B$����j� ÿ/�����j$�-��«þ���&!���
	�$���&��Kþ��#�����e�������{�x�������	�$�����	��_þ��#�����. #"�$�%�&ÂÿÂþw	��@&Âÿ��{�n�Üþ�ÿ#1+mk������!�Üÿ���&��«ÿ#�9� ÿ��,����h�$�����b$'ÿ � ÿ�����B$����
� ÿ������/$�������	9����"µþ��b�������,"9�,�����1|mk�����r� ÿ�����B$������$�������	9���x"���þ�&���� þ�ÿ���"�-(���������������¥��þ'dc$������U$�ÿ
���&�������-�����&���%�þ�� ÿ��Kþ��
�����r�,"9�,������($wdc$B"|�@�«þ�� �����l-�þ�������1b�	ÿXþ�������ed0þ�������*dc�r�$�ÿÂÿÂþ����*$B	��U$
������&*$���� þ�ÿlde������

Wi = 0
�
i = 1, . . . , 8

1+�e��ÿ���������������b��$���� þ��6�+þ����ª%*$��,���xþ��Q$. #"�$�%�&ÂÿÂþw	r�@&Âÿ������ þ�ÿ
�+þ��U�,"9�,���� ¬�N'®{�+� ÿ���&�������	����"������/��$���� þ��rde�����`$����Z$��<»?>{í�î±·�ì�é�þ<·A@�»�ºCB�·�ê�ìnþEDGF9ê�ì�îºy»�ê!í���de�����n�Gde�����
����,���������e�����r$��,�����&��0$'�n���|	����������.��þ�þ�%(���$����jde������� ÿ|�����k������n$�ÿ�h�&��0$��cd0þ���)���%*$����1
mk���c�������ÿ���_þ���þ�-��,�n$�����c$B	�þ����*$�ÿ���b�B$�%*$�-��������x"l�Üÿuþ�&����������Âþ��>�������'����������+þ�������� ÿr�����b����B$���� þ�ÿuþ��þ�-��,�n$�����r$B	#þ����*$�ÿ���j�@&Âÿ������ þ�ÿ��k���*$��ede������� ÿ���&���U$�ÿ��Üÿ�����B$�����þ��k�������B$����U� ÿ|�����r� ÿ��,�n$�ÿ��n$�ÿ���þ�&��
��$����Ñþ����n�*$�ÿ�h��Ñþ��
�����r #"�$�%�&ÂÿÂþ'	 �@&Âÿ������ þ�ÿ#1

S�F
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v7"��!�����!Õft��Ü
��Á�����	�

����ÿ�����+þ��,���#�#�+þ��.�B$��n�Fþ�-��,�n$��������db�>de�����
��þ�ÿ��,����&����r$�ÿ�$�%�%��«þ�%����0$����r�@&Âÿ������ þ�ÿo���*$���de������$�%�%(�B$��
� ÿ|�����l����ÿÂþ���� ÿ*$���þ���þ��+$�ÿ�þ�-��,�n$�����r$B	�þ����*$�ÿ���j�@&Âÿ������ þ�ÿ#1

ÿ��ÿ ������������������� �!"���$#%�
&(')�*+�-,.&�/+0+�+���
�"���1&�#2�*+�IHJ����67�"0+	K,.�=L

âG�j��þ�ÿ���������e$>�«þwdc�x�,����&�����&������%*$���)�� ÿ�h>-*$w"��!de����� �xd0þf%*$���$�������(-~þ�&Âÿ��*$��," ��� ÿ����9de������� ÿ de�����n�
�����f��þ�-������>�/$�ÿ���%�&���$���þ����*$��j��þ<-Q�f%*$���)���#1fmk���Z�xd�þ<%*$���$��������-~þ�&Âÿ��*$��,"���� ÿ���l$����Ûþ�-��,�n$������
��þf-(�r$B	#þ�������#1
Iå-~þ�&Âÿ��*$��,"���� ÿ��U���j$B	�þ��������-�"o������ÿ������D"9� ÿ�h|$�ÿ��¥$B	�þ������ ÿ�h/��������Z%�þ�� ÿ����¹þ�ÿ������Z��� ÿ����>¬@�D®k���*$��
de�����n�/���`�� þ�����,�`��þl��������Øÿ�����0þ�����������þ�-������k%��0$����+þ����<�(¬@���D®
���*$��Tde�����{�/���T�� þ�����,�`��þr���������ÿ�����þ��� 4� ÿ�)/Ne$�ÿ���¬@�����0®#���*$��ide�����n�f���+�� þ�����,�i��þ.�����k���ÿ�����-þ��� 4� ÿ�)Z�91�mk���e$w	�þ����*$�ÿ���bþ��Q�����k�� þ�����,�
%�þ�� ÿ��_þ�ÿ|�����l��� ÿ��j$���$�ÿ�" �������

t ≥ 0
�������ÿ��n��$�����" �����&������e� ÿ|�����r$B	�þ����*$�ÿ���Ñþ��
�����l��ÿ��������l��� ÿ���1

�9%(�����*�B$�����"��'��þ�ÿ���������6�����
kth
��� ÿ��i���h�����ÿ���� ÿl�����

z1z2
�x%���$�ÿ��ide�����U� ÿ�������$�����þ�þ������ ÿ*$�����

(ak1, bk1)$�ÿ�����ÿ*$��6��þ�þ������ ÿ*$����
(ak2, bk2)

1emk���U%*$���$������������l���%��������ÿ��n$���� þ�ÿ=þ��+�����
kth

��� ÿ��l���h�����ÿ��.�B$�ÿ
-(�jde����������ÿ�$��

cmk = ak1 + λk(xm, ym)(ak2 − ak1), dmk = bk1 + λk(xm, ym)(bk2 − bk1).��� ÿ�������¾� ÿ�h`�����TRi&���������0$�ÿ.�����,�n$�ÿ���i-(���xdc���ÿl�����i%�þ�� ÿ��
(xm, ym)

$�ÿ��j�����i��� ÿ��+���h�����ÿ��
(cmk, dmk)

�
db�rh����

λk(xm, ym) = (xm − ak1)qk + (ym − bk1)rk

��de������

qk1 =
(ak2 − ak1)

(ak2 − ak1)2 + (bk2 − bk1)2
, qk2 =

(bk2 − bk1)

(ak2 − ak1)2 + (bk2 − bk1)2
.

de������
λk(xm, ym) ∈ [0, 1]

1/�±�
λk(xm, ym) ≥ 1

�6������ÿ¥dc�������
λk(xm, ym) = 1

�
� ÿ�de�����n�G�B$����
(cmk, dmk) = (ak2, bk2)

$�ÿ��G���
λk(xm, ym) ≤ 0

�
������ÿ¥db�/�����
λk(xm, ym) = 0

�
� ÿ�de�����n�G�B$����
(cmk, dmk) = (ak1, bk1)

1`ä�������,de�����jdc�r$����%!�e�����j	�$���&��Pþ��
λk(xm, ym)

-(���xdb���ÿ�Jf$�ÿ��¥N�1
mIþ/$B	�þ����|�����l�� þ�����,��%�þ�� ÿ��_þ�ÿ|�����

kth
��� ÿ��¹þ��
�����l%*$���)�� ÿ�hf-*$B"���dc�l���*$����#&����j�����j�@&Âÿ������ þ�ÿ

LSmk(x) =
1

2

[

(xm − cmk)
2 + (ym − dmk)

2 − r2
m

]

,

�+þ��
m = 1, 2, 3

�
de�����{�G���%��������ÿ��>��������������/%~þ�� ÿ������$�ÿ��
k = 1, 2

��de�����n�����%��������ÿ��>�������xd0þ
%*$���$��������-�þ�&Âÿ��*$�������bþ��
�����l%*$���)�� ÿ�hf-*$B"�1

ÿ��NM �O�*+�P�1���������Q&�������� �!"���

 4���k&��c�!~
q > 0

þ�-��,�n$������cde���n���Üÿ/�����j-~þ�&Âÿ��*$�������bþ��4������d�þ���)���%*$����1iâG�l$�����&��������*$��c�����
lthþ�-��,�n$�����k���+������&��0$���de�����f���ÿ�����Th���	���ÿ�$��

(pl1, pl2)
$�ÿ��f��$�����&��

radl

1�âG�k������ÿ��k�����
lth
þ�-��,�n$�����

$��
Ol = {(z1, z2) ∈ R

2 : (z1 − pl1)
2 + (z2 − pl2)

2 ≤ rad2
l } ,

S�H



���������	��
��	�����
����������	��
����������������	��
��	��������! �"#��������$�%'&�()���+*-,�.�/0�#*)1�&�1�2�2�3

�+þ��
l = 1, 2, . . . , q

1.��þ��������.$B	�þ����*$�ÿ���rdc�rde�����)ÿ����o��þ �*$B	��>���%*$���$����>%�þ��n�Øÿ����0$��4�@&Âÿ������ þ�ÿ����+þ��
%��0$����+þ���� $�ÿ��<�����j�xd�þf��� ÿ�)��1imk��&��edb�r��þ�ÿ����������

FOml(x) =
1

2

[

(xm − pl1)
2 + (ym − pl2)

2 − (rm + radl)
2
]

,

�+þ��
m = 1, 2, 3

$�ÿ��
l = 1, 2, . . . , q

1�mk���o�@&Âÿ������ þ�ÿ��
FO1l(x)

�
FO2l(x)

$�ÿ��
FO3l(x)

$����
���B$���&�����Xþ��>�����,�n$�ÿ�����-(���xdb���ÿ �����

lth
þ�-��,�n$�����G$�ÿ��§�����¥%��0$����+þ����<�������

lth
þ�-��,�n$�����¥$�ÿ��

 4� ÿ�)�N��Q$�ÿ��|�����
lth
þ�-��,�n$�����r$�ÿ��� 4� ÿ�)<�9�������%(�������	����"�1

ÿ���R ST�U��WV� ��"��!X��������� �!"���$#%�
&(' YZL70+�('[�" -\.&�0+��U�
���"0(��

mk��� � ÿ��,�n$�ÿ��n$�ÿ���þ�&��r	��� þ����������;þ��k�����/��þ�-�������%��0$����+þ����f�U$�ÿ��������/��� ÿ�)��>$���� ����,���������������&��/�!þ
��$��@���x"¦��þ�ÿ����������$���� þ�ÿ���k$�ÿ��¦�������«þ��n$���� þ�ÿ¦$�ÿ�h������þ��j 4� ÿ�)�No$�ÿ��¯ 4� ÿ�)¦�9�k$���������,���������������&��
��þ�����n�*$�ÿ����B$��b��� ÿ�h�&��0$�����������1¥�c$����� þ�ÿ���������|�!"�ÿ*$������ ��þ�ÿ��,����$�� ÿ�����+dc�|��þ�ÿ��,����&�����·�¹{îº ]bì�º·�é
»?>{í�î±·�ì�é�þníl��þf-(�r$B	�þ�������#1

^ Ì`_#ÌÍ a ø�ú 3 = 3 û2buø 3 Exúiø(ETcÑõ9=+ø68�A0:'A�õ�û
�Xþ9��&���&���-�þ�&Âÿ����¹þ�ÿ������U	��� þ9����������$����U�����B$������$��.�!"�ÿ*$����������þ�ÿ��,����$�� ÿ����1.�±�

vmax > 0
���������

�/$'~!���>&�����%(����þ��(�����k��þ�-������b%��0$����+þ�������$�ÿ��
φmax

���������k�/$'~!���>&��ñ�,������� ÿ�hl$�ÿ�h����c��$������,�D"9� ÿ�h
0 < φmax < π/2

�c������ÿ#��$��/���Âþ'd_ÿ�� ÿ���NwS'�y�c��������þ�ÿ��,����$�� ÿ���������%�þ�����iþ�ÿ�����������$�ÿ����0$���� þ�ÿ*$��
	��� þ9����x"��

v
�Q$�ÿ��|�����l�«þ��n$���� þ�ÿ*$��(	��� þ9����x"��

ω
�*$����

|v| ≤ vmax

$�ÿ��
v2 ≥ ρ2

minω
2
1 , ρmin = L/ tanφmax .

¬yO�®
�*�«þ�� ¬yO�®{�!dc�l�B$�������" �*$B	��

|ω1| ≤ |v|/|ρmin| ≤ vmax/|ρmin| .
¬S�®

��þ��� #� ÿ�)¯N�$�ÿ��� 4� ÿ�)��9�`db��-�þ�&Âÿ��¦�����<� ÿ��,�n$�ÿ��n$�ÿ���þ�&����«þ��n$���� þ�ÿ*$��`	���� þ9���������
ω2
$�ÿ��

ω3
-�"

ω2 max
$�ÿ��

ω3 max
�������%(�������	����"�1`mk�*$�������

|ω2| < ω2 max
$�ÿ��

|ω3| < ω3 max
1

�c$�����Xþ�ÿ��B$��n�Xþ��
��������r��þ�ÿ��,����$�� ÿ����B�!db�r��þ�ÿ��,����&����e�����j�+þ���� þwde� ÿ�hZ$��,�����*��0$���þ�-��,�n$�������
AO1 = {v ∈ R : v ≤ −vmax

þ��
v ≥ vmax};

AO2 = {ω1 ∈ R : ω1 ≤ −vmax/|ρmin|
þ��
ω1 ≥ vmax/|ρmin|};

AO3 = {ω2 ∈ R : ω2 ≤ −ω2 max

þ��
ω2 ≥ ω2 max};

AO4 = {ω3 ∈ R : ω3 ≤ −ω3 max
þ��
ω3 ≥ ω3 max}.

S�O
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v7"��!�����!Õft��Ü
��Á�����	�

��þ��#�����`$B	�þ����*$�ÿ���¡þ��9��������b$��,�����*��0$���þ�-��,�n$�������'db�`$��Âþ�%!�6�����i�+þ����Üþwde� ÿ�hc�@&Âÿ������ þ�ÿ���'�����%(�������	����"��
U1(x) =

1

2
(vmax − v)(vmax + v),

U2(x) =
1

2

(

vmax

|ρmin|
− ω1

)(

vmax

|ρmin|
+ ω1

)

,

U3(x) =
1

2
(ω2 max − ω2)(ω2 max + ω2),

U4(x) =
1

2
(ω3 max − ω3)(ω3 max + ω3),

�B$��n�@þ��
de�����n�<de�����#$�%�%(�B$��k� ÿ|�����l����ÿÂþ���� ÿ*$���þ���þ��+$�ÿ�þ�-��,�n$�����r$B	�þ����*$�ÿ���j�@&Âÿ������ þ�ÿ#1

^ Ì`_#Ì`d a õ98fe6?*E
A8�?*=0ûBAE
Ë 3 =@?Âù�AD:wA�õ�û
I ��� ÿ�h�&��0$��/��þ�ÿ!�*h�&���$���� þ�ÿ�$���������/de����ÿ

θ3 = 0
�
θ3 = π

þ��
θ3 = −π

1¨²0þ�ÿ������&���ÿ�����"��e�����
��þ�ÿ�������� þ�ÿ¥%��0$�����þ�ÿ

θ3
���

0 < |θ3| < π
�
de�����{�����B$�ÿ��l���*$��U�����/��� ÿ�)��r�B$�ÿ�ÿ����������U-(���@&�����"

�,���������n����7ÿÂþ��.�+þ�������Fþ�ÿ���þ<�B$��{� þ��n�����B1Z��þ��.������$B	�þ����*$�ÿ���Ûþ��`������������ ÿ�h�&��0$�����þ�ÿ!�*h�&���$���� þ�ÿ���
db�lde������&����j�����j�+þ���� þwde� ÿ�hU�@&Âÿ������ þ�ÿ��

S1(x) = |θ3|
$�ÿ��

S2(x) = π − |θ3|,

�+þ��
θ3 ∈ (−π, 0) ∪ (0, π)

1TRT$��n�|�@&Âÿ������ þ�ÿ de�����(-(�j&�����<��þf$B	#þ���� �����l$��,�����*��0$��~þ�-��,�n$�����j������ÿ���
$��

AO5 = {θ3 ∈ R : θ3 = 0, θ3 = π
þ��
θ3 = −π} .

âG�>$����«þ�ÿÂþ����r���*$��������>$�ÿ�h����l-(���xdb���ÿ¥ 4�Üÿ�)�N>$�ÿ��������U��þ�-������l%��0$����+þ����©����-~þ�&Âÿ�����#�(���*$�������
−π/2 < θ2 < π/2

1i�	ÿ�þ�������kd0þ�������Q 4� ÿ�)�Nl�B$�ÿ|�@������" �«þ��n$����.de������� ÿ
(−π/2, π/2)

1TmIþf��ÿ���&����
���*$��� 4� ÿ�)oNl�,�n$B"9�ede������� ÿ �������k� ÿ�����,	�$��y�!db�jde�����#&����

S3(x) =
1

2

(π

2
− θ2

)(π

2
+ θ2

)

,

�+þ��c�����r$B	#þ����*$�ÿ���Pþ��
�����r$��,�����*��0$���þ�-��,�n$�����j������ÿ���o$��
AO6 = {θ2 ∈ R : θ2 ≤ −

π

2

þ��
θ2 ≥

π

2
} .

S�S
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��	��������! �"#��������$�%'&�()���+*-,�.�/0�#*)1�&�1�2�2�3
ÿ��Cg Sh/����"!"�"����Li�E/+0+ j��"&�0

mIþr��ÿ���&����e���*$��]þ�&��` #"�$�%�&ÂÿÂþw	Z�@&Âÿ������ þ�ÿZ	�$�ÿ���������b$��i�����k�n$���h����
T
������ÿ���/�B$�����������db�����*$�����&����

�����/·AFAk�ºDé«º·�¹mlEDGF9ê�ì�îºy»�ê

F (x) =
1

2

[

(x− a1)
2 + (y − a2)

2 +
3
∑

i=1

ζi(θi − ai+2)
2

]

,

de������
a3
�
a4
$�ÿ��

a5
$����f�����������������¥��ÿ*$��¡þ�������ÿ��n$���� þ�ÿ��Ñþ��b������%��0$����+þ���� $�ÿ��¥�����f��d0þ���� ÿ�)���ÿÂþ���� ÿ�hj���*$��b$��T������%~þ�� ÿ��

x = xe = (a1, a2, a3, a4, a5, 0, 0, 0, 0)
��db���*$w	��

F = 0
1+mk������þ�ÿ��,�n$�ÿ��

ζi
��� $�-�� ÿ*$��,"���þ�ÿ��,�n$�ÿ�� de�����{�¯db�����*$������B$�����������·�êUn�é�þpoCn�·�ºDêG¸*·�¹�·�ë/þ�îxþ�¹��+þ��

θi, i = 1, 2, 3
1

IBÿ�$�ÿ�h����{�xh�$��Üÿ�%*$���$����������de�����6�n$�)��Z$/	�$���&��uþ��¡þ�ÿ��uþ�ÿ���"����T$/��ÿ*$���%����{�x���{��ÿ��� þ�������ÿ��n$���� þ�ÿ����
dc$�����$�ÿ�����#�*������l���c�n$�)���e�����l�����$�&����k	�$���&��Ñþ���¾��«þ�1
�	ÿ<������ÿ��n~9���������� þ�ÿ#��dc�l������ÿ��U$� #"�$�%�&ÂÿÂþw	|�@&Âÿ������ þ�ÿ|�+þ��k�����l�,"9�,����³¬�N'®b��&��n�����*$��e�����l%�þ�� ÿ��
xe = (a1, a2, a3, a4, a5, 0, 0, 0, 0)

-(���þ������$Z�,�n$�-����l���&�������-�����&���%�þ�� ÿ��_þ��
�����l�,"9�,�����1

q rtsZùvu�^<X|\�öxw ^<X<_`Y6a�\>X

�	ÿ����«þ9��&��� ÿ�h�ìn»�ê*î¹�»�é�¸�·�¹�·�ë/þ�îxþ�¹�í
αs > 0

�
γml > 0

�
ψmk > 0

�
ξp > 0

�($�ÿ��
βr > 0

�*db�U������ÿ��U$
 #"�$�%�&ÂÿÂþ'	 �@&Âÿ������ þ�ÿ<�B$�ÿ������*$����.�+þ��k�,"9������

(1)
$��

L(x) = V (x) + F (x)

[

8
∑

s=1

αs

Ws(x)
+

3
∑

m=1

(

q
∑

l=1

γml

FOml(x)
+

2
∑

k=1

ψmk

LSmk(x)

)

+
3
∑

p=1

ξp
Sp(x)

+
4
∑

r=1

βr

Ur(x)

]

,
¬yP�®

de�����n�����k������ÿ���#�Q��þ�ÿ���� ÿ�&Âþ�&��e$�ÿ���%�þ���������	��Pþw	���k�����j�Âþ��/$�� ÿ

D(L) = {x ∈ R
9 : Ws(x) > 0, s = 1, . . . , 8; Sp(x) > 0, p = 1, 2, 3;

FOml(x) > 0,m = 1, 2, 3, l = 1, . . . , q; Ur(x) > 0, r = 1, . . . , 4;

LSmk(x) > 0,m = 1, 2, 3, k = 1, 2}.

âG�bÿÂþ����c���*$��i�����k%�þ�� ÿ��
x = xe = (a1, a2, a3, a4, a5, 0, 0, 0, 0)

���i�Üÿ
D(L)

��$�ÿ��Z���*$��
L(xe) = 0

1
S�P
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v7"��!�����!Õft��Ü
��Á�����	�
ME��� \.&�0(U�
&�!"!"�P�hYy���U�"	�0i��0+��z{������"!"��ALiSh0+��!WL7�U�"�

´e��B$������ ÿ�hr���*$��
θT = θ1 + θ2 + θ3

�*$�ÿ��<������ÿ�� ÿ�h
θQ = θ1 + θ2

�!�����j�������{�x�������	�$�����	��¹þ��
L
$��Üþ�ÿ�h

$>����$�},�����þ��," þ��+�,"9�,����¿�,"9�,����³¬�N'®b���

L̇(1)(x) = [(f1 + f3 + f5 + f7) cos θ1 + (f2 + f4 + f6 + f8) sin θ1 + h1u1] v

+

[

−

(

f1 +
1

2
f3 + f5 + f7

)

`0 sin θ1 +

(

f2 +
1

2
f4 + f6 + f8

)

`0 cos θ1

−

(

f1 +
1

2
f5 + f7

)

`1 sin θQ +

(

f2 +
1

2
f6 + f8

)

`1 cos θQ

−

(

f1 +
1

2
f7

)

`2 sin θT +

(

f2 +
1

2
f8

)

`2 cos θT + g1 + h2u2

]

ω1

+

[

−

(

f1 +
1

2
f5 + f7

)

`1 sin θQ +

(

f2 +
1

2
f6 + f8

)

`1 cos θQ

−

(

f1 +
1

2
f7

)

`2 sin θT +

(

f2 +
1

2
f8

)

`2 cos θT + g2 + h3u3

]

ω2

+

[

−

(

f1 +
1

2
f7

)

`2 sin θT +

(

f2 +
1

2
f8

)

`2 cos θT + g3 + h4u4

]

ω3,

de������l�����j�@&Âÿ������ þ�ÿ��
f1
��þ
f8
�
g1
��þ
g3
$�ÿ��

h1
��þ
h4
$����l������ÿ����-Q�� þ'dl�

f1 =

[

1 +
8
∑

s=1

αs

Ws

+
3
∑

m=1

(

q
∑

l=1

γml

FOml

+
2
∑

k=1

ψmk

LSmk

)

+
3
∑

p=1

ξp
Sp

+
4
∑

r=1

βr

Ur

]

(x− a1),

f2 =

[

1 +
8
∑

s=1

αs

Ws

+
3
∑

m=1

(

q
∑

l=1

γml

FOml

+
2
∑

k=1

ψmk

LSmk

)

+
3
∑

p=1

ξp
Sp

+
4
∑

r=1

βr

Ur

]

(y − a2),

f3 =
α3F

W 2
3

−
α1F

W 2
1

−

q
∑

l=1

γ1lF

FO2
1l

(x1 − pl1)

−

2
∑

k=1

ψ1kF

LS2
1k

[(1 − (ak2 − ak1)qk1) (x1 − c1k) − (bk2 − bk1)qk1 (y1 − d1k)] ,

f4 =
α4F

W 2
4

−
α2F

W 2
2

−

q
∑

l=1

γ1lF

FO2
1l

(y1 − pl2)

−
2
∑

k=1

ψ1kF

LS2
1k

[(1 − (bk2 − bk1)qk2) (y1 − d1k) − (ak2 − ak1)qk2 (x1 − c1k)] ,

S��



���������	��
��	�����
����������	��
����������������	��
��	��������! �"#��������$�%'&�()���+*-,�.�/0�#*)1�&�1�2�2�3

f5 = −

q
∑

l=1

γ2lF

FO2
2l

(x2 − pl1)

−
2
∑

k=1

ψ2kF

LS2
2k

[(1 − (ak2 − ak1)qk1) (x2 − c2k) − (bk2 − bk1)qk1 (y2 − d2k)] ,

f6 = −

q
∑

l=1

γ2lF

FO2
2l

(y2 − pl2)

−

2
∑

k=1

ψ2kF

LS2
2k

[(1 − (bk2 − bk1)qk2) (y2 − d2k) − (ak2 − ak1)qk2 (x2 − c2k)] ,

f7 =
α7F

W 2
7

−
α5F

W 2
5

−

q
∑

l=1

γ3lF

FO2
3l

(x3 − pl1)

−

2
∑

k=1

ψ3kF

LS2
3k

[(1 − (ak2 − ak1)qk1) (x3 − c3k) − (bk2 − bk1)qk1 (y3 − d3k)] ,

f8 =
α8F

W 2
8

−
α6F

W 2
6

−

q
∑

l=1

γ3lF

FO2
3l

(y3 − pl2)

−
2
∑

k=1

ψ3kF

LS2
3k

[(1 − (bk2 − bk1)qk2) (y3 − d3k) − (ak2 − ak1)qk2 (x3 − c3k)] ,

g1 =

[

8
∑

s=1

αs

Ws

+
3
∑

m=1

(

q
∑

l=1

γml

FOml

+
2
∑

k=1

ψmk

LSmk

)

+
3
∑

p=1

ξp
Sp

+
4
∑

r=1

βr

Ur

]

ζ1(θ1 − a3),

g2 =

[

8
∑

s=1

αs

Ws

+
3
∑

m=1

(

q
∑

l=1

γml

FOml

+
2
∑

k=1

ψmk

LSmk

)

+
3
∑

p=1

ξp
Sp

+
4
∑

r=1

βr

Ur

]

ζ2(θ2 − a4)

+
ξ3F

S2
3

θ2,

g3 =

[

8
∑

s=1

αs

Ws

+
3
∑

m=1

(

q
∑

l=1

γml

FOml

+
2
∑

k=1

ψmk

LSmk

)

+
3
∑

p=1

ξp
Sp

+
4
∑

r=1

βr

Ur

]

ζ3(θ3 − a5)

+

(

ξ2F

S2
2

−
ξ1F

S2
1

)(

|θ3|

θ3

)

,

h1 = 1 +
β1F

U2
1

, h2 = 1 +
β2F

U2
2

, h3 = 1 +
β3F

U2
3

, h4 = 1 +
β4F

U2
4

.

ýKþwdl�+���bdc� $�����h���	���ÿG%*$���$�����������
δj > 0

�+þ��
j = 1, . . . , 4

���B$�������§ìn»�ê|@�þ�¹�n�þ�ê�ìnþ.¸�·�¹�·�ë/þ�î�þ�¹�í��
S�L
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��Á�����	�

������ÿ<dc�l�B$�ÿ�������ÿ��j�����j����$�ÿ����0$���� þ�ÿ*$��#$�ÿ��<�«þ��n$���� þ�ÿ*$��(	��� þ9���������e$��
−δ1v = (f1 + f3 + f5 + f7) cos θ1 + (f2 + f4 + f6 + f8) sin θ1 + h1u1,

−δ2ω1 = −

(

f1 +
1

2
f3 + f5 + f7

)

`0 sin θ1 +

(

f2 +
1

2
f4 + f6 + f8

)

`0 cos θ1

−

(

f1 +
1

2
f5 + f7

)

`1 sin θQ +

(

f2 +
1

2
f6 + f8

)

`1 cos θQ

−

(

f1 +
1

2
f7

)

`2 sin θT +

(

f2 +
1

2
f8

)

`2 cos θT + g1 + h2u2,

−δ3ω2 = −

(

f1 +
1

2
f5 + f7

)

`1 sin θQ +

(

f2 +
1

2
f6 + f8

)

`1 cos θQ

−

(

f1 +
1

2
f7

)

`2 sin θT +

(

f2 +
1

2
f8

)

`2 cos θT + g2 + h3u3,

−δ4ω3 = −

(

f1 +
1

2
f7

)

`2 sin θT +

(

f2 +
1

2
f8

)

`2 cos θT + g3 + h4u4.

����ÿ�����($�� þ�ÿ�hf$>����$�},�����þ��," þ����,"9�,����
(1)

� ÿ
D(L)

�!db�r�*$B	��

L̇(1)(x) = −δ1v
2 − δ2ω

2
1 − δ3ω

2
2 − δ4ω

2
3 ≤ 0,

%��«þw	9������Xþ�&��c�@����-*$��{) ÿÂþ�ÿ���� ÿ��B$��c��þ�ÿ����«þ���������k$����Ñþ��
�����j�+þ����
u1 = − [δ1v + (f1 + f3 + f5 + f7) cos θ1 + (f2 + f4 + f6 + f8) sin θ1] /h1,

u2 = −

[

δ2ω1 −

(

f1 +
1

2
f3 + f5 + f7

)

`0 sin θ1 +

(

f2 +
1

2
f4 + f6 + f8

)

`0 cos θ1

−

(

f1 +
1

2
f5 + f7

)

`1 sin θQ +

(

f2 +
1

2
f6 + f8

)

`1 cos θQ

−

(

f1 +
1

2
f7

)

`2 sin θT +

(

f2 +
1

2
f8

)

`2 cos θT + g1

]

/h2,

u3 = −

[

δ3ω2 −

(

f1 +
1

2
f5 + f7

)

`1 sin θQ +

(

f2 +
1

2
f6 + f8

)

`1 cos θQ

−

(

f1 +
1

2
f7

)

`2 sin θT +

(

f2 +
1

2
f8

)

`2 cos θT + g2

]

/h3,

u4 = −

[

δ4ω3 −

(

f1 +
1

2
f7

)

`2 sin θT +

(

f2 +
1

2
f8

)

`2 cos θT + g3

]

/h4.
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u1, u2, u3

$�ÿ��
u4
$�������þ�ÿ���� ÿ�&Âþ�&��Dþ�ÿ

D(L)
�e$�ÿ��¦���*$��

xe =
(a1, a2, a3, a4, a5, 0, 0, 0, 0)
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xe

»�D.íplwí�îxþ�ë
(1)

º�íjí�î±·9>é�þe¸(¹�»�@wºCB�þ%B/îDè*þfì{»�ê*î¹�»�éDé�þ�¹�íG�
u1
�

u2

�
u3

�c·�ê�B
u4

�c·�¹�þU·'í�B�þC]iê�þ%BfºDê
(8) �
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αs

�
ξp
�
βr

�
γml

$�ÿ��
ψmk
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��þ��������%�þ�ÿ���� ÿ�hf� ÿ������0$�����þ�ÿ�������� þ�ÿ���9d�þ���)���%*$���r-~þ�&Âÿ��*$��,"|����,����������� þ�ÿ��e$�ÿ��<	��� þ9����x" ��þ�ÿ��,����$�� ÿ����
$����l�����,����|-(�� þwdl�
Í*Ìv�9ø 5 ø*:��
?Âù'?|~7õ�:�õ�ù'û�ü

`0 = 2
�
b0 = 1

$�ÿ��
`1 = `2 = 1.2

1
d#Ìv�E
AD:'A@?*=`8�ø(E4C�Ë 3 ù'?!:'A+ø(E¡ü

´e����n$�ÿ�h�&��0$��e�Iþ�������� þ�ÿ#�
(x(0), y(0)) = (5, 5)

1
IBÿ�h�&��0$��e�Iþ�������� þ�ÿ���

θ1(0) = π/4
�
θ2(0) = π/3

$�ÿ��
θ3(0) = −2π/3

1
µT�� þ9�����������

v(0) = 5
K
ω1(0) = ω2(0) = ω3(0) = π/360

1
^ Ì } ?Âù'Ë~õ�:#ür²b��ÿ������

(a1, a2) = (25, 25)
�Q´�$�����&���

rT = 0.5
1

� ÌrÊkA���õ�ú`ø 5 û�:w?*8�=+õ~ül²b��ÿ������
(p11, p12) = (15, 15)

�Q´�$�����&���
rad1 = 3

1
_#Ìv��e�ö)ûBA8�?*={�`AC~�AD:B?!:'A+ø(EIû�üj��$'~!���>&��©����$�ÿ����0$���� þ�ÿ*$���	��� þ9����x"(�

vmax = 10
1���$'~!���>&��©��������,�

� ÿ�ho$�ÿ�h����
φmax = 70o

1<mk��� �/$'~!���Z&�� �«þ��n$���� þ�ÿ*$���	��� þ�����������þ��k��� ÿ�)�N|$�ÿ��G��� ÿ�)¥��$����
�!~!��o$��

ω1 max = ω2 max = 1
1

� Ì>;>=+õ�?Âù'?*E
8�õo?*EIú�û?
�Áõ�:ÉöT�
?Âù'?|~7õ�:�õ�ù'û�ü
ε1 = ε2 = 0.1

�
ε3 = 0.3

1
� Ì>;;ø(E(:�ùUø(=(�
?Âù'?|~7õ�:�õ�ù'û�ü

αs = 0.01
�+þ��

s = 1, 2, . . . , 8
K
ξp = 0.1

�+þ��
p = 1, 2, 3

K
βr = 1

�+þ��
r = 1, . . . , 4

K
γm1 = 0.5

�!�+þ��
m = 1, 2, 3

K
ψmk = 0

���+þ��
m = 1, 2, 3

$�ÿ��
k = 1, 2

1
� Ì��|E6Ë(=+õ?��ËQ?*AET�
?Âù'?|~7õ�:�õ�ù'û�ü

ζ1 = ζ2 = ζ3 = 0
1

� Ì>;;ø(E���õ�ù'Ë~õ9E
8�õ��
?Âù'?|~7õ�:�õ�ù'û�ü
δj = 50

���+þ��
j = 1, . . . , 4

1
Í9�4Ì¡ ¯ø~ùf¢�û��
?*8�õ£buø 3 EIú6?Âù�A+õ�û�ü

η1 = η2 = 28
1
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u1
�
u2
�
u3
$�ÿ��

u4
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â§�����U�����k� ÿ�������$�����þ�ÿ�������� þ�ÿ��+����������-Q��/$�-~þ'	����������k��þ�ÿ����«þ��!�0$Bde�
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$����(�n���j&Âÿ��������"9� ÿ�hf��þ�ÿ��,����$�� ÿ��n�1T��þ��c�����Pÿ9&���������B$���� ÿ����h���$���� þ�ÿ þ����,"9�,����½¬,Nw®��*$>�+þ�&��,����þ�������
´e&Âÿ�h��{��¡j&!���n$Z�������Âþ9�|dc$��e&!��������¾��#1
����h�&�����FU���Âþwde�b�����j #"�$�%�&ÂÿÂþw	��@&Âÿ������ þ�ÿ|$�ÿ�� �����T���������������	�$�����	��.$�� þ�ÿ�hl�����.�,"9�,���������$'},�����þ��,"�1ýKþ��_þ�ÿ���" �Âþ���k�����j�*h�&����l���Âþwd ���*$��k�����j��þ�ÿ�������� þ�ÿ��bþ��
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L̇(x)
� ÿ������B$�����r���*$��U����� �/$�ÿ���%�&��0$���þ��r���U����������$���� ÿ�h���de������<$��Z$��������B$����

� ÿ
L̇(x)
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L(x)
Ó'Ùp«�Õ ÔyØ/Ô,Õ ÒbÑ

«'ÑBÖDÕ °BÓ{Ô,Õ °Ñ
L̇(x)
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� ÿ<�9���ÿ*$���� þ/N���$�ÿ��/���Âþ��������*$��c��������c$����������,����/-(�� þwdl1imk���.����������� ��ÿ*$��(��þ�ÿ!�*h�&���$���� þ�ÿ/���c$����«þ
�����,����#1

Í*Ìv�E
AD:'A@?*=`8�ø(E4C�Ë 3 ù'?!:'A+ø(E¡ü
´e����n$�ÿ�h�&��0$��e�Iþ�������� þ�ÿ#�

(x(0), y(0)) = (5, 5)
1

IBÿ�h�&��0$��e�Iþ�������� þ�ÿ���
θ1 = π/4

�
θ2 = π/3

$�ÿ��
θ3 = −2π/3

1
µT�� þ9�����������

v = 4
K
ω1 = ω2 = ω3 = π/360

1

d#Ì } ?Âù'Ë~õ�:#ür²b��ÿ������
(a1, a2) = (27, 23)

1

^ Ì�³ õ�ûBA+ùUõ�ú¯ÊkAE6?*=�´aù�A+õ9E(:w?!:'A+ø(EIû�ü
(a3, a4, a5) = (0o, 45o,−90o)

1
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ÊkA@Ë6Ì � ü�Î�ÏnÑBÙÓÖDÕ Ú+¤;¦�§`Ð{Ñ
Ô�Ö�Ó'Ù{ØnÞ Ó{Ô,Õ Ú�ÙÓ'Þ
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ω1
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ÊkA@Ë6Ì�_ãü Î�ÏnÑBÙÓBÖDÕ Ú�¤;¦¯§TÐ�Ñ Ô�Ö�Ó'Ù{ØnÞ Ó{Ô,Õ Ú�ÙÓ'Þ
u1µ Ø,Ú�Þ Õ «<Þ Õ Ù�Ñp¶eÓ'Ùp«�Ö�ÚBÔxÓ{Ô,Õ Ú�ÙÓ'Þ u2

Ó�Ï�ÏnÑBÞ Ý
ÑBÖ�Ó{Ô,Õ Ú�Ù{ØTÚÛ#Ô�Ð�Ñ.×'Þ Ó{ÔÛDÚ'Ö@Ò+¦

� ÌrÊkA���õ�ú`ø 5 û�:w?*8�=+õ�û�ü
�
ä>N��`²b��ÿ���������$'�

(p11, p12) = (9, 9)
de�����<��$�����&��

rad1 = 1.5
1

�
äl�9�`²b��ÿ���������$'�
(p21, p22) = (10, 18)

de��������$�����&��
rad2 = 1.5

1
�
äjF!�`²b��ÿ���������$'�

(p31, p32) = (18, 16)
de��������$�����&��

rad3 = 2
1

_#Ì>;;ø(E(:�ùUø(=(�
?Âù'?|~7õ�:�õ�ù'û�ü
αs = 0.01

���+þ��
s = 1, 2, . . . , 8

K
ξp = 0.1

���+þ��
p = 1, 2, 3

K
βr = 1

�+þ��
r = 1, . . . , 4

K
γm1 = γm2 = γm3 = 1

�!�+þ��
m = 1, 2, 3

K
ψmk = 2.5

�+þ��
m = 1, 2, 3

$�ÿ��
k = 1, 2

1
� Ì��|E6Ë(=+õ?��ËQ?*AET�
?Âù'?|~7õ�:�õ�ù'û�ü

ζ1 = ζ2 = ζ3 = 1
1

� Ì>;;ø(E���õ�ù'Ë~õ9E
8�õ��
?Âù'?|~7õ�:�õ�ù'û�ü
δj = 50

���+þ��
j = 1, . . . , 4

1
� Ìv�.?Âùf¢4AE6Ë 5 ?#öT�
?Âù'?|~7õ�:�õ�ù'û�ür²c$�ÿ�-Q�Ñþ�-!�n$�� ÿ���|�@�«þ��¿����h�1��

����h�&����l�Z���Âþ'de��$>�@�B$�����-����.����$'},�����þ��," �@�«þ�� �����l� ÿ�������$��(��þZ�����j��ÿ*$��4�,�n$�����1`�	ÿ<�����j��ÿ*$��4%��*$������
�����Z%��0$����+þ���� $�ÿ��������Z��� ÿ�)��j$��n������	���G$ %����{�x������������ ÿ���o��ÿ*$��nþ�������ÿ��n$���� þ�ÿ#1ræKÿ�����.�����Z� ÿ�������$��
��þ�ÿ�������� þ�ÿ�������������n$����Üþ�ÿ��+$�ÿ�������,����������� þ�ÿ���������k��þ�ÿ����«þ����0$Bde�i��ÿ���&�����/��þ�ÿ�	����h���ÿ���Bþ��(�����k�,"9�,����
�,�n$����j��þZ�����l���&�������-�����&����,�n$�����1
mIþU������&��,����$����k��������þ�ÿ�	����h���ÿ��c%���þ�%(��,��"aþ��#�����Kÿ*$B	9��h�$���� þ�ÿf�0$wde���dc���*$w	���h���ÿ����$������������h���$�%����þ��`	��� þ������"o$�ÿ��¥$���������$���� þ�ÿ���þ���%�þ�ÿ���ÿ�����¬$��j���Âþwd_ÿ¥� ÿ¥�
��h�&�����lL/��þ�N'��®{1Umk���f��	�þ���&!��� þ�ÿµþ��
�����r #"�$�%�&ÂÿÂþ'	 �@&Âÿ������ þ�ÿ<���k����������$��`��þ/����h�&����jF!1
mk���o��£������ÿ���"`þ��j�����o��þ�ÿ����«þ����0$Bde��dc���������,�����de������	�$���� þ�&��Dþ������� � ÿ�������$��k��þ�ÿ!�*h�&���$���� þ�ÿ��1
²0þ�ÿ�	����h���ÿ���edc$��-þ�-�����,	���f�+þ��i$����!�B$�������%��«þw	9������Z�����k� ÿ������0$��9��þ�ÿ!�*h�&���$���� þ�ÿ��i�����ÛÿÂþ��i� ÿ������������
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ÊkA@Ë6Ì � üUÎ�ÏnÑBÙÓÖDÕ Ú2¤;¦=§TÐ�ÑjÖ�ÚBÔxÓ{Ô,Õ Ú�ÙÓ'Þ�Ó�ÏnÏnÑBÞ ÑBÖ�ÓnÝ
Ô,Õ Ú�Ù{Ø

u3
ÚÛ+Þ Õ Ù'ß�¤ µ Ø�Ú�Þ Õ «>Þ Õ Ù�Ñp¶�Ó'Ùp« u4ÚÛ+Þ Õ Ù'ßkÜ?¦

de�����G�����9þ�-��,�n$�����/��%*$����1¥�Xþ�-��������/$�ÿ���%�&��0$'��þ���� ¬Dde������$�ÿ�"G� ÿ�������$��-þ�������ÿ��{$'�n�Üþ�ÿQ®j%��0$�����ÿ��B$��
�����uþ�&!����)����,���¹þ��i�����>%*$���)�� ÿ�h -*$B"������o��þ�ÿ�	����h��>��þ/�����>�����������o%�þ�������� þ�ÿ#1��	ÿ��B$��n���B$���������������
dc$��f$@ÿ����� ��þ�ÿ�	����h���ÿ��� ��þo�����/�n$���h����>dk�����

θ1
�
θ2
$�ÿ��

θ3
� ÿ�$����/$����]ÿ����h���-�þ����Âþ�þ9��þ��e�����

�����������`þ�������ÿ��n$���� þ�ÿ��1��b��������f����$�},�����þ�������fdb����o$��n������	�$�-����<	9��$���ÿ�����&Âÿ�� ÿ�h���þ�����������þ�ÿ����«þ��
$�ÿ��|��þ�ÿ�	����h���ÿ���l%*$���$������������9�����.	�$���&���bþ��4de�����n�|db����j��&������.�����������ÿ��c�+þ��c�B$��n�<�����bþ��
� ÿ�������$��
��þ�ÿ�������� þ�ÿ��1

º ðñ\UX<_bÄ^<ü4a�\>X

âG�c�*$B	��c%��������ÿ������$������nþ��Q��þ�ÿ���� ÿ�&Âþ�&����������n�x� ÿ�	�$�����$�ÿ���$���������$���� þ�ÿU��þ�ÿ����«þ��9�0$Bde�
���*$��+��&�������,�
�@&�����"<�n$��{)����>�����Z�>&��������y�n$���)�� ÿ�h/%��«þ�-������%~þ�����¥� ÿo�������.%*$�%Q��1Z��"�ÿ�����������Ñþ��T��������f��þ�ÿ����«þ���������
�+þ��nþ�&��i�!"�ÿ*$������b�,"9������¨dc$��i�+þ��+�����c�*���,�i�������c$��������%!����>	9�0$������e #"�$�%�&ÂÿÂþ'	��x-*$�����/$�%�%��«þ�$��n�#�
de�����n��h�&*$���$�ÿ��������,�n$�-��������x"Dþ��6�����l�,"9�,�����1Tmk����ÿ���d���þ���� þ�ÿ %��0$�ÿÂÿ�� ÿ�hf$���h�þ�������������ÿ*$�-�����<&��
��þ�þ�-!�n$�� ÿ���þ���������� þ�ÿ9�±�@����r���n$'},�����þ���������@�«þ���� ÿ������0$��6��þ<�����������¥�,�n$�����.de������� ÿ�$|��þ�ÿ��,����$�� ÿ������ÿ9�
	9���«þ�ÿ�����ÿ��l���&!����������de�������!~!��7þ�-��,�n$�������6dk�������,�l��$������,�D"9� ÿ�h|�����f�Âþ�� þ�ÿÂþ��������ãÿÂþ�ÿ��Âþ�� þ�ÿÂþ��������
)�� ÿ���/$������e$�ÿ��f�!"�ÿ*$������e��þ�ÿ��,����$�� ÿ����`$����«þ9��0$�����fde�����Z�����e�,"9�,�n����1iI������Âþ�&�h��f��þ���%�&!�n$���� þ�ÿ*$�����"
� ÿ�����ÿ�����	����������Z #"�$�%�&ÂÿÂþ'	��x-*$�����¥$�%�%��«þ�$��n���B$'ÿ�� ÿ�	�$����0$�-���"�-Q�Z�{~9����ÿ��������þ ��������{�x��������ÿ���� þ�ÿ*$��
�B$������$��kdb����y1
�*&!��&����cd0þ���)U� ÿ����&�����e¬$�®
���B$����n��� ÿ�hj�+þ��+$j���������0$��+ #"�$�%�&ÂÿÂþw	��x-*$�����/$���h�þ����������ª���*$��ih�&*$���$�ÿ������
$��,"9��%!��þ������Z%�þ��,��&����f�,�n$�-���������"@þ��b��þ�-������>�/$�ÿ���%�&��0$'��þ�����`¬@-Q®���þ9�����D"9�Üÿ�h �����f%��«þ�%�þ�����¥��þ�ÿ����«þ��
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$���h�þ������������+þ��+��þ���� þ�ÿ>%��0$�ÿÂÿ�� ÿ�hj� ÿZ�!"�ÿ*$������c��ÿ�	9���«þ�ÿ�����ÿ������de�����n�f� ÿ����&����k��þ�-������c$�ÿ��f��þ'	9� ÿ�hþ�-��,�n$�������#¬@�w®+h���ÿ����$�����¾� ÿ�h.������$���h�þ����������ñ�+þ��T$l�>&�������%����{�±�n$���)r���*$��`� ÿ����&�����T��þ���� þ�ÿf%��0$�ÿÂÿ�� ÿ�h��
��þ���������� þ�ÿU$B	#þ����*$�ÿ������$�ÿ��>%*$���)�� ÿ�h.�/$�ÿ��&!	����$�-��������x"Ñþ��*��þ�-������T�/$�ÿ���%�&��0$'��þ����6de�����>$���%*$����0$��9�/$'�ÿ���%�&��0$���þ����$�ÿ��|¬@�Q®4������þ����������$�����"j%��«þw	9� ÿ�h������`�{~!���,����ÿ����þ��Q$�ÿU� ÿ�	�$����0$�ÿ��6�����nþ��*� ÿ�������$�����þ�ÿ�������� þ�ÿ��
���*$��eh�&*$���$�ÿ�����j�,�{$�-�������¾B$����Üþ�ÿ þ��xþ�&��k)�� ÿÂþ9�!"�ÿ*$������B$����,"9�,�����1

» ¼ _¾½/X|\E¿�Ä�Âe]|ú���ÂeXZY

mk����$�&!���Âþ����Zd0þ�&���������)��/��þ��{~!%����������������Z��� ÿ�������|���*$�ÿ�)��Z��þ������<�����@������fde�Âþ����<��þ�������ÿ����
�*$B	��l�����&��������� ÿ|�������k����%��«þw	���|	������� þ�ÿ�þ��
�����l%*$�%(��1

À Â7Á�Âc[�ÂeX<_bÂeü

��N�rIU1 �¥14�b� þ9�n�#�6�61
²b�«þ�&��n�#��M!14�c$����������&��y�#$�ÿ��GM!16��$���������ÿ#1�Âr»�ê!è*»�é�»�ê�»�ëZºyì�Ã¥þnìnè�·�ê*ºyìní�·�ê�B
Ä »�ê*î¹�»�é«1T�9%���� ÿ�h�����±µT����0$�h��Âý���d�¤]þ���)Q�(��J�J�F!1
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Ô�Ö�Ó'Ù{ØnÞ Ó{Ô,Õ Ú�ÙÓ'Þ
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u1µ Ø�Ú�Þ Õ «jÞ Õ Ù�Ñp¶#Ó'Ùp«rÖ�ÚBÔxÓ{Ô,Õ Ú�ÙÓ'Þ u2
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�9NwJ��wg!�9NBJ�S!1

� H��U�U19�U1!²b�*$�ÿ�h��9IU19�¥19�b� þ9�n�#��ýr19 4��þ�ÿ*$����#�!M!19Rk1!��$���������ÿ#��$�ÿ�� ²�1�â7þ�þ�������"�1�Åxmk����Ri��&���	�$'�
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